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1. GRUPURI

Acest capitol confine informafii despre no{iunea de lege de compozi{ie (notattr generic ,, * t pe
o mullime nevidt (ll1) gi principalele proprietlfi ale acesteia. Acest concept este ilustrat prin
exemple intlilnite in anii precedenf. cuplul (M,*) este o structurr atgebric* monoid, grup.

No$unea de grup este una fundamentaltr in matematictr, av6nd apticatii in diverse domenii:
teoria ecua{iilor algebrice 9i a ecua$ilor diferenfiale, teoria relativit5fii, cristalogratiei, teoria
informafiei, etc.

C4 grupuri remarcabile figureazi: grupurile de matrice, grupurile de transformtrri (care sunt
grupuri infinite), grupuri de permutlri, grupul claselor de resturi, grupul ridicinilor de ordin z
ale unitifii (care sunt grupuri finite) etc.

Se delinegte conceptul de izomorfism de grupuri. Doutr astfel de grupuri se bucuri de aceleagi
proprietlf algebrice. Pentru grupurile finite izomorfe tablele lor sunt Ia fel organizate.

Fiecare concept introdus beneficiaztr de probleme rezolvate diverse precum gi de un set
consistent de probleme propuse (cele mai multe liind date la bacalaureat sau admitere in facultiti
in ultimii ani).

Istoric. Nofiunea de grup a fost utilizattr pentru prima dati
de matematicianul francez Evariste Galois (1811-1832)
(mort in duel la vf,rsta de 21 ani), care este adevtrratul
creator al teoriei grupurilor. Ideile teoriei grupurilor,,erau
in aet'' (cum se intAmpls adesea cu ideile matematice
fundamentale) inainte de Galois, gi anumite teoreme ale
teoriei grupurilor au fost demonstrate sub o form[ naivi de
Lagrange (1736-1813). Contemporanii lui Galois n.au infeles
$ deci nici apreciat lucrtrrile sale geniale. Ei nu s-au interesat
decit duptr aparilia in f8I/O a cnrFi lui Jordan ,,Trait6 des
substitutions et des 6quations alg6briqued'. De abia la SrSitrd
secolnlui al )ilX-lea in teoria grupurilor, ,fantezia a fost
definitiv abandonattr pentru a fae loc unei pregitiri atente a
scheletului logC' (F. Klein ,,Conferinfe asupra dezvotttrrii
matermticilor secolului al XDGlea').
Matematicianul englez Arthur Cayley (1821-1895), unul dintre cei mai prolifrci matematicieni
(cu studii la celebrul Trinity College of Cambridge University, a scris peste 2fi) de articole) a
fost printre primii care a descris grupurile abstracte.
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I.1. LEGE DE COMPOZTTIE INTERNA

Conceptul care uflneazl a fi prezentat l-am int0lnit inci din gimnaziu, fErI al defini in
termenii folosili in acest paragraf, iar mai t6rziu, in anii de liceu precedenti, l-am



extins pentru alte categorii de mullimi. Acum vom interpreta lucrurile invSlate in
ceilalli ani dintr-un punct de vedere mai abstract.

Reamintim cE dat6 fiind o mullime nevidd M pin produsul cartezian M x M
inlelegem mulfimea tuturor perechilor de elemente (x, y) (prima componenti este x, iar

ceade-adouaestey) c6nd x,y €M, adicd M xM :{(x,y)lx, y €Ml.

inmullirea pe N este apli:r:*

Adunarea pe .14(3, n:'-:l:r

este definiti prir -:.''; :
inmulgirea pe ." rt l, :r:t r:i
Reuniunea pe :r .11 ' IE -.'--,:

prin:U :P(M)x?(.tf , - 
i \[

Intersecfia pe ?1.]/ r est: left:

Compunerea pe -:r.lI !M

, : 7(M)* 71.r{) - F \{ .'
Desigur ci exemplele pc,t r : r it.ir rr

Tabla operatiei (legir

Daca multimea .''I :::: flcii.
:urruta tabti a oper:rrier i
lrunci tabla oper::.:. rji :

at*al

an+d1 an*c:

tn acest tabel elemerintl q r

gi coloaaaT. Dacenom q
gendi tabla operaFei ca o r

numeqte operatie algebricl
lbinartr (sau lege de compozifie internl sau simplu lege de compozitie)

definit[ pe M o aplica]ie f :M xM -+ M, care asociazd fiecdrei perechi

(x,y)e MxM ununicelement f (x,Y)e M.
I Elementul f (x,y) se nume$te compusul lui r cu y.
!r

Agadar, la orice pereche (cuplu) (x,y)e MxM:M2, aceast5 operalie face s5

corespund6 in mod unic elementul /(x, y) din aceeagi mu[ime M- Unean in loc de

f (x,y) se scrie xfy, dar cel mai des se desemneazi operalia binar[ pe M printr-un

simbol special:
*, o, I, T, U, no O, o,...

UrmAnd aceast6 cale vom numi .x. y (sau simplu xy , fdtd nici un semn intre x qi y)

produsul gi x * y suma elementelor x,y € M

in primul caz vom spune cA legea este dat6 multiplicativ, iar in al doilea aditiv.
Selnplege cd, in majoritatea cazurilor, aceste denumiri sunt conven{ionale.

in generil, pe o mullime M se pot defini mai multe operalii diferite. Cdnd dorim sd

punem in eviden!6 una dintre ele vom utiliza parantezele (M,*) 9i vom spune cd

operalia * conferl mullimii M o structur[ algebrici sau cd (M,*) este un sistem

algebric.
De exemplu, pe mlllimea Z pe ldngd operaliile *,' (adunarea 9i inmultirea

numerelor intregi) putem defini gi alte operalii ,,derivate":
xo y: x+ y -2xy, x* !: -xl y, x L y: -x- y + xy etc. care se oblin cu ajutorul

operaliilor + (sau -) gi .. Rezultd astfel structuri algebrice diferite:

(2,+) , (2,.) , (2,") ,(z,x) ,(2, t) .

Aqa cum vom vedea in capitolele care urmeaz[ vom clasifica structurile algebrice

dup6:
. numlrul de legi de compozifie;
r proprietifile acestor operafii.

Adunarea pe It (mulfrmea numerelor naturale) este aplica{ia + : N x N -+ N care asociazi

cuplului (.r,y) elementul x*y (suma dintre r qi y). Vom marca aceasti coresponden{tr prin

(r,y)-+r+y.

a1+41



2.tnmutfirea pe N este aplicafia . :N xN -r N datI de corespondenla (x,y) + x. y .

3.Adunarea pe Jvt"(C) (mulfimea matricelor pitratice de ordin z cu elemente numere complexe)

este dpfiniti prin * z M"@)x t\(A) + ,,V(r(A), (A,B) -+ A+ B .

4.inmu[irea pe M(c) este apticafia definittr prin.: Mr@,\x tvr(e -+ /',{o(o , (A,B) -+ AB .
S.Reuniunea pe P(M) (mu[imea pirfilor lui M; reprezinti toate submu[imile lui M) este defiritl
prin: U: P(M)xP(M)+P(M), (A,B)-+ AUB .

6.Intersecfia pe P(M\ este definiti prin n zp(M)xp(M\qp(M), (A,B)-> AfiB.
7. Compunerea pe f,(M) (mu[imea funcfiilor definite pe M cu valori in M) este aplicafia
o:F(M)xf,(M)-+F(MI, (f ,s)* 1"u.
Desigur ctr exemplele pot continua cu alte legi de compozftie lnt0lnite ln anii precedenfl

Tabla opera{iei (legii)

Daci mullimea M este finiti, atunci operalia algebrici ,r pe M poate fi dat[ prin aga

numita tabE a operafiei (sau tabla lui Cayley). infr-adever, dacd M:{oy a2,..., an} ,

atunci tabla operafiei aratd astfel:
a1 o;

a1* a1 a1* a2

a2trAl A2xa2

a1x ai

At*O;

A1*An

a2 * Q,,

ai*a1 ai*a2 ai*ai Qi*An

An*A1 an*A2 an*aj an*an

ln acest tabel elementul ai * oj este situat pe linia i
gi coloanaT. Dac[ notem ai : ai * a j , atvnci putem

gendi tabla operafiei ca o matrice ,q : (o,,\
\ t tij:l.n

1 -l
1

-1
i

-i

DacI lu6m M : {1,*-1,i, -i } cu opera}ia de inmullire,

atunci avem tabla legii prezentatd aliturat. Alcdtui{i
tabla legii pe mullimea Mirrcazrurlle
1) M : {1, 2, 3, 4, 5, 6}, x * y - min{x,y} ;

2) M : {1,2,3, 4, 5, 6} , x o y : c.m.m.d.c.{x,y} .

1 -l i -i
-l 1 -i i

i -i -l 1

-i i 1 -1

UN PIONIER AL MATEMATICII
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1.2. PARTE STABITA

Dacn (M,x) esrc o structuri algebrici, iar Il este o submullime nevidd alui M, atunci

pentru x.y € H elementul r r. y poate sE fie in mul(imea I/ sau si fie in afara ei, adic6
tnM-H.

Definifie. Dacd pentru orice x, y € 11 , compusul -r x y aparfine tot lui fI,
atunci spunem cI 11 este parte stabili a lui M in raport cu opera$a * .

Deci, @*H CM estepartestabilialuiMinraportcu x++[Vx,ye Il =>

=*xxye Hl(fig. l)

in raportcu adunarea, N esteparte stabilI alui Z,
Z este parte stabilS a lui Q etc.

Analog, in raport cu adunarea mafticelor M*,"(V,)

este parte stabile a lui ;llrx,, (Q),

fut","(Q) este parre stabild alui M*,n(R) etc.

Dacd I(M), S(M) sunt multimea functiilor
injective definite pe M cu valori ln M gi respectiv
mulfimea functiilor surjective dela M la M, atunci
acestea sunt p54i stabile ale lui f (M) in raport cu

opera{ia de compunere a func{iilor.

x,yeH+x*yeH
Fig. r

3t Dac[ H e':i :.:':, .'..-: ,,'
Dutem vorbi ie ::!:.::: :"r,

'-omoditate.,t-r[- ]-: i- t::;r-
Deci. dacA H :.:- ll--. .'j
-.HrH-i: i::t_r:_::
.'i leeea de se 'tI :. -:

Fte H=1. iar Il=2= \t
tmultimea numereir:r i:frog ]reltr

Pe I cc.;::-:::1- :i:r :-1 ":-

::.' 
= -- - -. I

Pentru .11 = Z ;-::' f,t *L-: e
H = 0. l. :. -1. J {:-:.: :' :{i

lt:-:-' i::- a:: a a-' : :-a- : : -.-:-.:l
. - .1 P-. *-. '-::-. r.= : :-:j :. j- j ;-- _-

Fie .ty' = R s: lq,,el tfe :rilmum

i-nten.a]eleH= 1. 1. E = ll
este parte stabila a iu k ;irr,,o
proprietate.

ir:-acev* i: : :-
-.<.r-1,_.-.- :=

. /a 
-'- -

i::.:- ai,r:,a:" ::.,-.i : -

::: -
Fts 11/ = C imersm,l s rrrrm

a.rlttm ci Il esfe Frlr {.eti[[ r lnr

E:__
..',1_J- .:.

:.:Iaa: -r i*- ; - ---: - .:

Fi€ -lf = E Si te€Sra dd .r:rrnuuurr,,,,il

irairi.li a lui R. in repil r-
.l^ ,: i:

:-.:-: r l=-;-.,
:-:::. Se 1.i -:: .r . .' : -: - :'=-

Con-siderim .\l = .' , f,

ta u :
E-;_.\,at=,0 0 0,g:8" S.r

,,a0c

Observalii. 1) Adjectivul,,stabil6" din no{iunea de,parte stabilS* pentru o submu[ime
I/ a lui M tn raport cu * vine sd. preciznzs cd dacl x,y €. H (sunt doui elemente

arbitrare din Il'), atunci pi compusul lor r,r y rdmAne in 1L

2) Dac[ H C M gi se consider6 o aplicatie * pentru If, aftnci aceasta nu este neapfuat
o lege de compozifie. Acest lucru trebuiedovedit. Deci enunful nu poate fi de forma:

,,Fie .f,I o mu[ime gi legea de compozifie W H, .r * ) : ... ".
Exemplificflm acest lucru prin urmltoarea probleme:

Fie I/-[0,2] giaplicatia x*y-ry-x-]+2, (V).r,!,e H.
Ardtali c[ * este o lege de compozifiep H.
Deci trebuie se ardtem ca (V)a f € I/ * xx y € H . Ori avem x * y : (x - lXy - t) + t .

Cum x,y eH +lr-tlSL lr-tl<t.
Prin urmare faptul c[ x€H +lx-tl<t. oecix*),€Fl<+l.r*]-1<1<+l(r-tXy-t)St<+

lr - tllr - tl ( 1, ceea ce este adeverat pentru ca lr - { < L lr - { < t .

8



3) Dac[ H este parte stabild alui Min raport cu x, atunci H xH cM xM gi deci
putem vorbi de resriqia legii * la H xH , care este tot o lege de compozifie. pentru
comoditate vom nota gi restricfia tot cu x .

Deci da96 r/ este parte stabili a lui M in raport cu *, _atunoi legea de compozilie
tr: H x H -'+ H se spune c[ esre indus[ de legea de comfoiilie de pi M. se maispune

cE legea de pe M induce pe 11 o lege de compozifie.

Probleme rezolvate

l,ih M=Z,iw H =2il-{2tclk.ezl (nmlthea nrirrerclor ffnttgi parc) Si E=2il*t=1X+tl*eW
(mulfimea numerelor lntregi impare) avem II, H, CZ
R Pe Z consider{m legea de compozilie adunarea numerelor irtregi. Se consata uqor cd FI este parre
stabild a hi Z in raport cu adunarea deoarece din x, y€H,x:Zk,y:2l,k,leZ aue*
r * y : 2(k + l) €22 it timp ce 11' nu este parte stabild a lui Z ln raport cu adunarea pentru c[ dacii
x, y e 22 + l, x : 2k + l, y = 2l +1, k,l eZ,atunci .r + y : Z(k + I + t) / ZZ + I .

2. Pentru M =Z considertrm legea de compozifie x * y - max(r,y) . Fie
11 : {0, l, 2, 3, 41. Atunci I/ este o parte stabiltr.a lui Z in raport cu * .
R. intr-adevir, acest lucru va reieqi din tabla legii pentru.FI.
observ[m cE toate elementele (rezultate din compunere) ce figureazi in tabl6 apa4in
lui ly'. Prin urmare Il este parte stabili a lui Z in raport cu legea * .

3. Fie M=R $i legea de compozi{ie r*J= xy-x-y*2. Considertrm
intervalele H = (1, 2), H' = Q,3) submulfimi ale lui R. Str probtrm ctr If
estepartestabillalui lRinraportcu *,intimpce,El,nuareaceasttr 4|4 4 4 4 4
proprietate.
. lntr-adevir, fie x,y€l/ . Atunci trebuie probat c6 x*ye H#l<xy_ x-y+2<2#
<+1<(x-lXy-1)+l<2<+0<(.r-l)(y-l)<l ceea ce este evident, deoarece x,ye H<+
e 1 < x,y < 2 <+ 0 < x- 1, y - 1 < 1, iar de aici 0 < (.r - 1)(y - l) < I .

Pentru afirmafia relativtr la Il' este de observat ctr lu6nd

5 5 5 5 ^ l?
x*< y:-.----:-12:+/.F1 ,. Deci nu penrru oice x,y€ H,- 2 2 2 2 4-
l.Fie M=c imprcuntrcuoperafiadeinmulfreanunrerdorcomplexe g H=@l={a+u\peq.sd
arlttrm cI If este parie stabill a lui C ln rapor{ cu inmultirea"
R. Fiex:a *biqiy:6q4i,a,b,c,deZ. Atunciry: (a+bi)(c+ai):ac*bd+i(ad+bc)eZfi),
deoarece ac - bd , ad + bc € Z (opralti cu nunrcre intregi).
5.Fie M=R $legeadecompozifie rTy=7xt*7(x*y)*8.Arltafi.6 Ir=(f,oo) estrparte
stabiti a lui'R in raport cu T .
R. Trebuie str ardttrm ci dacl x,y >1, atunci .r T y > l.
Avem .r T y : 7(x - 1)(y - l) + t > I <+ (x - lXy - l) > 0, evident.
Altfel. Se pot lua .r, y ) I sub forma .r : I * a, y : I + F, o,B > 0 cAnd x T y : 7a0 + I > t .

6' Considertrm M = /rls(lR) lmpreuntr cu operafla de inmulfire a matricelor, iar

01234

- :1, , : 1, din y'{', rezurta

+x*yeH'.
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Nofiunea de primitivi leag[ intre ele doud concepte fundamentale ale Analizei
matematice, derivata $i integrala.
Integrarea este consideratfl ca opera(ie inverstr (intr-un anumit sens) a derivtrrii.

Propunem in continuare cdteva exemple de operalii inverse pentru a ilustra unele
caracteristici ale acestora.
Exemple"
L. Find date dou[ numere reale oarecare a,b,

s = a + b.Invers, se pot determina perechile

s cunoscutI.
Existl o infinitate de astfel de cupluri (sunt situate pe o dreapti de ecualie x+ y - s ).
Deci in acest caz problema are o infinitate de solutii.

Dat fiind numErul real b , atunci se poate calcula D2 (pltratul lui b).

lnvers, se poate glsi un numlr real pozitiv r , al ctrrui peffat sA fie c ) 0. Deci 12 -- c,

iarde aici ,=J7(rddicina pdtrudanumdrului pozitiv c). Aici daci' c<0, nu exista

num[r real r pentru care ,2 = c. Deci problema n-are solulie. Pentru c 2 0. avem
rispuns favorabil (numdrul r este unic).

Fiind dati o dreapt[ d in plan Si Ae d, prin proieclia ortogonal[ a lui A pe d se

infelege punctul A* ed astfel inc6t M* Ld. Invers, se poate cerceta dac6 existl
aplica{ia inversd celei descrise. Adici pentru A* e d, exist[ un punct A din plan

pentru care proiec{ia lui sd fie A* ? Se constatd cd existd o infinitate de puncte (toate

punctele de pe dreapta d' ,care trece prin A* Si d' Ld).

T"2. NERIVATE

in orice curs de Analizd,matematic[ capitolul Primitive urmeazi celui care se
refer6 la Derivate. Este deci util sd fi.e cunoscut acest din urm6 capitol
Vom reaminti principalele operalii cu funcfii derivabile.
Fie f,g: IR -r IR , doul funclii derivabile. Atunci:

atunci se poate calcula suma lor

de numere (c,b/e R2 cu suma

1) "f 
+ S este derivabile qi r3

(Sumi de func{ii derivabilt

2) af este derivabild qi (aft'
(inmulfirea unei funcgi
derivabiltr)

3) /g este derivabilS qi (/s.i
(Produs de funcfii derivabi

f
4) I este o funclie derivabi

I
(Cfft de funcfii derivabi
x, g(x) * 01

5) f , S este o funclie derivr

(Compunere de funcfli der

Exerci{ii rezolvate

Str se calculeze derivatelefunflr
L /(x)=(2r+1)1o,re R.

R. /'(r) = t6 (zx + t)e (zx +1)' = lo(

2. /(,)=(fi|)",*-r.

n. r(,)=s(, x-l )-(llj =s( L\x+l/ [x+1/ \r+

_ r(.r-1')a x + I - xj I 
=ro(*-r[\x+1./ (r+r)' (r+r)'

3. / (r) = rFJ, re (*,-1)u(

n "r,(,) =t*F,-r),=#
./(")=h('o+1),re JR"



D f + S este derivabiH 9i ff * g)'= f'+ g'
(SumI de func{ii derivabile este o func{ie derivabiltr)

2) qf este derivabili ii (af)'= d', Vcre R
(inmulfirea unei func$i derivabile cu o constant[ este o functie
derivabiltr)

3) /g este derivabil[ $i ("fg)' = f ' I + fg'
(Produs de func{ii derivabile este o func{ie derivabill)

I ;'

4) I.rt"ofuncfirederivabild$t IIl -f 'g -f8',g*oI ' (si s'
(CAt de func{ii derivabile este o funcfie derivabill in punctele

r,g(r) * 0y

5) f .e esteotunc{iederivabili$i (/"g)'=,f '(g)'g'
(Compunere de func{ii derivabile este o func{ie derivabiltr)

Exerci{ii rezolvate

Str se calculeze derivatele funcfiilor de mai jos:

r. /(r) =(2r+1)1o,re IR.

n. /'(r) = to(2x + l)e ( 2x +t)' = lo(zx + t)e' 2 = zo(zx + t)e .

2. /(,)=(fri)"**-r.

n. r(*)=s( r-rf rj]!i -r(x-r)4 
(x-r)'(x+r)-(1-rxr+r)'-

"[x+tJ (x+lJ -(x+1/ 
(x+r)2

- r(x-l')a x+l-xl I 
=ro(r-r)1.\x+t,/ (.r+t)' (x+t)o

3. I (x) =.'t7 -t xe (*,-1) u (t,-1.

R. /;(r) =r#;(,, -')' = ih=#,.
4. /(r)=h(ra +t),.re IR .
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R.,r'(x) =('o-*r)' - +-*'

x* +l x" +l
s. 7(x)=6xs,xe R.

R. /'(x) = gssr5 . (rs )' = 5x4 cosrs.

Probielne propuse

I. Str se calcuteze derivatele urmtrtoarelor func$i, indic6nd dorneniut de defini$e gi de
derivabilitate.

rl,f (x) = (sx2 + r)a; 2).f (r) = rzlrrs + 12 + r)s; s)/ (r) = 
[*),

a) /(x) = /ffi; o r(,) = tH; 6) /(r) =rn firrt I (g=,*.
8) f (x) = 2'2 + e*3 ; 91/ (r) = sirr3 x; 10) / (.r ) = sinG; 11) .f (r ) = s;orr . 

"osz 
r1

12) / (r) = cos ex i l3),f ( x ) = tg(sin x); M),f (x ) = (sin3 x + 
"or', )' h r;

,5171r) =ffi,;16) /(r) =arcsin{; u).f (r) =u""tel;

18) / (.r) =6rc1g e';19).f (r) = In2 Jx ;20) I b)= r*'("*')'

zt) f (x)=.m3 ("r"te( x2 + zx)); D/ (r) = sn3 (.f, 
, - y 

); 
z$ f {x) = JFG,

(r-*) [d.-r)
zt) l(x)-2'"""*[r*,J;2s) f (x)=(*2 +zr)r[T" J.

.1. Se consideril f ,g,h: IR -+ IR; func{ii derivabile 9i

/ (0) = 0, -f '(0) = ! / (1) = 1, /'(t) = 0, / (2) = 2, I' (2) =L g (o) = t, g' {0) = 2,

g (1) = 1, e' ( t) = 0, s {2) = z, s' (2) = 1 n(0) = 2, r' (0) = t, h (r) = t, h' (t\ = 2,

h(z)=0,1x'12)= 2. sr se calculeze:

tl ("f . s)'(0) 12) (! . c)'(r); s) (/ . g)'(2);q (s . h)'(0); s) 19 " 
r,)'(t);

c1 (g " h)' (z); 7) ( I . s " ft )' (0) ; s) (,r . g 
" 

l, )' (r) ; s) ( f . c " n), (2);

10) (g " / . h)'(1); lt) (h. f " 
g)'(1); 12) ( y 

" n. g), (2j .

1.3. PROBLEME C i
PRIMHTIVA

Anul trecut la analize r

fost de a determina /'daci se

acest an la calcul integral pr
F derivabili dacl se cunoage

directd pentru o funclie derival

operafia invers6 pentru o deriva

F'= f (orice functic '

Trei probleme. {i$az de geom
primjtivS

L) Froblema inversl a tangg
2) Exprimarea ariei printr{
3) Legea de miEcare a unui 1

Le analizlm in continuare.

1) Problema inversi r

Urmdtoarea problemd de narura
func{ii:

$tim din anul precedent ca panr

m*=G'{x).Deci trebuie

G'(x) = ,2 = e(*). in cazul in

Aici se constati upor cd G(.r I =

3

De asemenea, G, (x) =L + I e..
3

_3
G"(x)=|+c, celR. este soi:=

diferenfialtr, ia. Gr este o solr,ti

ecua{iei diferenliale.

:

)



1.3. PROBLEME CARE, CONBUC [-.& NGTIUS{mA BH
PRTMTTIVA

Anul trecut la analizd maternatici, la calcul diferen,tial problema centralS a

fost de a determina f 'dacd se cunoa$te /funclie derivabilI (operafia directtr). in
acest an la calcui integral problema f'undarnentalS este de a determina funcfia
Fderivabili dacd se cunoagte derivata sa F'=/(operafia inverstr). La operalia

directi pentru o func{ie derivabilS / avem o unic6 funclie /'(derivata lui/ ). La

operafia inversl pentru o derivati datd f se obline o mulfime infinit6 de funclii F cu

F'= f (oricefunctie " ,. uonstantf,, verificdegalitatea (F+c)'=7;.
Trei probleme. noua de geometrie gi alta de mecanicI, au condus la no{iunea de

primitivS

1) Froblema inversi a tangentelor.
2) Exprimarea ariei printr-o integralit.
3) Legea de migcare a unui punct material.

Le analizim in continuare.

1) Problerna inversi a tangentelor

Urmdtoarea problemd de natur[ geometrice ne conduce la noliunea de primitivd a unei
func{ii:

$tim din anul precedent cA panta tangentei in M la graficul lui G este dati de formula

mt =Gt{x). Deci trebuie determinatl funcsa G care verificl egalitatea

G'(x)=v2 = s(x).ln cazul in care existd G ea se nume$te o primitivtr alui I pe IR.

--3

Aici se constatd uqor cd G(x)= | "rt" 
una din funcliile clutate.

a'
De asemenea, Gr (r) =l+1 este solulie pentru G'(x) =.r2 qi mai general

3
_3

c. ( r) = ! + c, c G lR este solutie. Ecuatia G'(x) = *2 te numegte ecua{ie(\ / 3

diferen{iall, iar Gr este o solufie particulari a ei, gi G" este solu{ia generali a

ecuaEiei diferenliale.



Schematic:

Se cautd funclia

.r -+ G(x)

astfel incat G'(-r)= g(ir), Vx

SI observSm c6:

1) functia G trebuie sI fie derivabild pe IR gi in plus G'("r) = g (-r), V;e R.

2) funcfia G1:R -+R,G,(r)=C(x)+c,cconstantdreal[, este, de asemenea, o

primitivl a lui g ( G1' este derivabild $i Gl' = (C + c)' = G'+ 0 = g ).

2) Exprimarea ariei printr-o integrali

Exemplul care urmeazdleagd noliunea de arie cu primitivele unei funclii gi constituie
un suport pentru inlelegerea proprietdlilor integralei.

Fie / : IR + IR, f (*) = x2, iar grafrcul acestei funclii este parabola I (Fig.1.a)

a) aria hagurati = S(x)

Xo xo+h x
aria hagurati = xo2}

Xo xo*h x

aria hagurattr = S(x;ft)-S(xo)

Fig.1

I

Pentru orice x > 0. notl
parabola I qi dreapta paraielA c-

rpe figurI domeniul apare ha;;:.

,iir <s(xo + h)-s(ro) ( (.r - ;

" S(x^+i)-S r
.-L z ---)-!-------!--." (ro+fr)-t

Trecem in (1) la limit[ dupa i -.
Pentru &<0 cu xo+h2C a*,.-';

s, (ro )= Sl (ro ) = ..3 reru.::

arbitrar deducem c[ S : [0. - -
qi in plus S(0)=0. Aceasii :.:.

lui / (S derivabila gi S'= '.

Schematic:

Mai general, vom priz.l
unei figuri curbilinii. Deorsce
foarte strdns de problema der:r:

Fie f :[a,b] -+ [0. - o

funcliei, axa Ox gi de dreptele x
b)

10
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eria hesuratl =k^+hl'h' 'u '
c)


