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1. GRUPURI

Acest capitol contine informatii despre notiunea de lege de compozitie (notati generic ,, * ) pe
o multime nevidi (M) si principalele proprietiti ale acesteia. Acest concept este ilustrat prin

exemple intélnite in anii precedenti. Cuplul (M ,*) este o structuri algebrici: monoid, grup.

Notiunea de grup este una fundamentali in matematicdi, avind aplicatii in diverse domenii:
teoria ecuatiilor algebrice si a ecuatiilor diferentiale, teoria relativitatii, cristalografiei, teoria
informatiei, etc.

Cg grupuri remarcabile figureazi: grupurile de matrice, grupurile de transformiiri (care sunt
grupuri infinite), grupuri de permutiri, grupul claselor de resturi, grupul ridicinilor de ordin n
ale unitiitii (care sunt grupuri finite) etc.

Se defineste conceptul de izomorfism de grupuri. Doui astfel de grupuri se bucuri de aceleasi
proprietii algebrice. Pentru grupurile finite izomorfe tablele lor sunt la fel organizate.

Fiecare concept introdus beneficiazi de probleme rezolvate diverse precum si de un set
consistent de probleme propuse (cele mai multe fiind date la bacalaureat sau admitere in facultiti
in ultimii ani).

Istoric. Noﬁlfn.ea de grup a fost utilizati pentru prima dati PIONIER AL MATEMATICII

de matematicianul francez Evariste Galois (1811-1832)

(mort in duel la virsta de 21 ani), care este adeviratul | Evariste GALOIS (1811 -1832)

creator al teoriei grupurilor. Ideile teoriei grupurilor ,,erau Matematician francez

in aer (cum se intimplid adesea cu ideile matematice

fundamentale) inainte de Galois, si anumite teoreme ale

teoriei grupurilor au fost demonstrate sub o formi naivi de

Lagrange (1736-1813). Contemporanii lui Galois n-au inteles

si deci nici apreciat lucririle sale geniale. Ei nu s-au interesat

decat dup# aparitia in 1870 a ciirtii lui Jordan ,,Traité des
substitutions et des équations algébriques®. De abia la sfargitul
secolului al XIX-lea in teoria grupurilor, ,fantezia a fost

definitiv abandonati pentru a face loc unei pregitiri atente a

scheletului logic*“ (F. Klein ,,Conferinte asupra dezvoltirii

matematicilor secolului al XIX-lea®).

Matematicianul englez Arthur Cayley (1821-1895), unul dintre cei mai prolifici matematicieni

(cu studii la celebrul Trinity College of Cambridge University, a scris peste 200 de articole) a

fost printre primii care a descris grupurile abstracte.

o Lege de compozitie intern............ s e Grupuri 37

o Parte stabild 8 e Subgrupuri 76

o Proprietiiti generale ale legilor de e Grupuri finite 76
compozitie 12 e Morfisme §i izomorfisme

o Structuri algebrice .......cceeece. m— de grupuri 89

e Nonoizi 35 o Teste de evaluare ......ecoccesccsssoncens 118

1.1. LEGE DE COMPOZITIE INTERNA

Conceptul care urmeazi a fi prezentat l-am intélnit incd din gimnaziu, faré a-1 defini in
termenii folositi in acest paragraf, iar mai tarziu, in anii de liceu precedenti, l-am



extins pentru alte categorii de multimi. Acum vom interpreta lucrurile invatate in
ceilalti ani dintr-un punct de vedere mai abstract.

Reamintim c3 datd fiind o multime nevidd M prin produsul cartezian M XM
intelegem multimea tuturor perechilor de elemente (x, y) (prima componentd este x, iar

cea de-a doua este y) cind x,y € M , adich M xM ={(x,y)|x,yeM}.

| Deﬁmpe. Fie M o multlme nev1da Se numeste operatie algebricd
'binari (sau lege de compozitie internd sau simplu lege de compozitie)

defmlta pe M o aplicatie f:M xM — M , care asociaza fiecarei perechi
| (% y) €M x M un unic element f(x,y)EM .

‘ Elementul f(x,y) se numeste compusul lui x cu y.

Asadar, la orice pereche (cuplu) (x,y)EM xM =M 2, aceastd operatie face sd
corespundi in mod unic elementul f(x,y) din aceeasi multime M. Uneori in loc de
f(x,y) se scrie xfy, dar cel mai des se desemneazi operatia binard pe M printr-un
simbol special:
0,1, T, U N &e,...

Urmiand aceastd cale vom numi x-y (sau simplu xy, fird nici un semn intre x siy)
produsul si x+ y suma elementelor x,yeM .
fn primul caz vom spune ci legea este datd multiplicativ, iar in al doilea aditiv.
Se intelege c&, in majoritatea cazurilor, aceste denumiri sunt conventionale.
In general, pe o multime M se pot defini mai multe operatii diferite. Cand dorim sa
punem in evidentd una dintre ele vom utiliza parantezele (M, %) si vom spune cd
operatia * conferd multimii M o structurd algebricd sau ca (M ,*) este un sistem
algebric.
De exemplu, pe multimea Z pe langd operatile +,- (adunarea si inmul';irea
numerelor intregi) putem defini si alte operatii ,,derivate®:
xoy=x+y—2xy,x¥y=—x+y,x L y=—x—y+xy etc. care se obtin cu ajutorul
operatiillor + (sau -) s§i -. Rezultda astfel structuri algebrice diferite:
(2,4), (2.), (Z,0),(Z.%),(2,L).
Asa cum vom vedea in capitolele care urmeaza, vom clasifica structurile algebrice
dupa:

e numirul de legi de compozitie;

e proprietitile acestor operatii.

i.Adunarea pe N (multimea numerelor naturale) este aplicatia +:NxN— N care asociazi
cuplului (x, y) elementul x+y (suma dintre x si y). Vom marca aceastii corespondenti prin

(x3)—=x+y.



,,inmul;irea pe N este aplicatia - :NXN — N dati de corespondenta (x, y) —>Xx-y.
Adunarea pe M, (C) (multimea matricelor pitratice de ordin » cu elemente numere complexe)

este definita prin + : M, (C) X M, (C) — M, (C), (4,B)— A+B.

4 inmultirea pe M, (C) este aplicatia definiti prin-: M (C) X M, (C) = M, (C), (4,B)— AB.
5.Reuniunea pe P(M) (multimea pértilor lui M; reprezinti toate submultimile lui M) este definiti
prin: U: P(M) X P(M) — P(M), (4,B) — AUB.

6.Intersectia pe (M) este definitd prin N : P(M)x P(M)— P(M), (A,B)— AN B.

/. Compunerea pe F(M) (mulfimea functiilor definite pe M cu valori in M) este aplicatia
o: F(M)X F(M)— F(M), (f.g)— feog.
Desigur ci exemplele pot continua cu alte legi de compozitie intlnite in anii precedenti.

Tabla operatiei (legii)

Dacd multimea M este finité, atunci operatia algebricd * pe M poate fi dati prin asa
numita tabli a operatiei (sau tabla lui Cayley). Intr-adevir, daci M = {al, ay, ..., an} ,

atunci tabla operatiei arati astfel:
peratie as UN PIONIER AL MATEMATICII

* q ar e aj e a,
Arthur CAYLEY (1821 - 1895)
a | g xqp aqpxay - qpx a; - arxay Matematician englez
ay) |ary*xap ay*ap - az*aj a, *xa,
a | q;xa; a;xay e ai*aj o apxay,
Ay | Gn*a apxay -+ a,*a; a, * a,

In acest tabel elementul 4 *a; este situat pe linia i

, CONTRIBUTII
si coloana j. Daci notim a;; = g; *a 7, atunci putem
* teoria matricelor
gandi tabla operatiei ca o matrice 4= (aij>,_ o * teoria grupurilor
j=Ln

Daci luam M = {1,——1,1‘, —i} cu operatia de inmultire,

o l _l, atunci avem tabla legii prezentatd aliturat. Alcatuiti
ol =1 i = gap, legii pe multimea M in cazurile:

-1{-1 1 — i 1)M={,2734,5,6},xxy=min{x,y};

i i =i -1 1 2)yM={,2,3,4,5,6}, xoy=cmm.d.c.{x,y}.




1.2, - PARTE STABILA

Daca (M ,*) este o structurd algebrica, iar H este o submultime nevida a lui M, atunci

pentru x.y € H elementul x* y poate sa fie in multimea H sau si fie in afara ei, adica
inM-H.

Definitie. Daci pentru orice x,y € H, compusul x*y apartine tot lui H,
atunci spunem ci H este parte stabili a lui M in raport cu operatia .

Deci, @= H CM este parte stabild a lui M in raport cu * < [Vx, YEH=
=>x*y€H](ﬁg. 1)

in raport cu adunarea, N este parte stabild a lui Z,
Z este parte stabild a lui Q etc.

Analog, In raport cu adunarea matricelor M,, , (Z) M
este parte stabild a lui M, , (Q),

M, »(Q) este parte stabild a lui M, ,(R) etc.

Daci Z(M),S(M) sunt multimea functiilor
injective definite pe M cu valori in M si respectiv
multimea functiilor surjective de la M la M, atunci
acestea sunt parti stabile ale lui F (M) in raport cu il A

operatia de compunere a functiilor. Fig. 1
Observatii. 1) Adjectivul ,,stabild“ din notiunea de ,,parte stabila“ pentru o submultime
H a lui M in raport cu = vine si precizeze cd dacd x,y€ H (sunt doud elemente

arbitrare din H), atunci gi compusul lor x* y raméne in H.

2) Dacd H C M si se consideri o aplicatie * pentru H, atunci aceasta nu este neapérat

o lege de compozitie. Acest lucru trebuie dovedit. Deci enunful nu poate fi de forma:
,»Fie H o multime si legea de compozitie pe H, x* y =...“.

Exemplificim acest lucru prin urmétoarea problema:

Fie H =[0,2] si aplicatia xxy=xy—x—y+2, (¥)x,y,€H.

Aritati ca » este o lege de compozitie pe H.

Deci trebuie si ardtdm ci (V)x,y € H =>x*y€H . Ori avem x*y=(x—1)(y—1)+1.

Cum x,y € H=|x—1|<1,|y—1|<1.

Prin urmare faptul ci x€ H <x—1<1. Decix+yeH xxy—] <le|x—1)(y—1| <1

|x—1||y —1| <1, ceea ce este adevirat pentru ca |x—1| <1, |y —1|<1.



3) Daci H este parte stabild a lui M in raport cu *, atunci HxH C M x M si deci
putem vorbi de restrictia legii * la H x H , care este tot 0 lege de compozitie. Pentru
comoditate vom nota §i restrictia tot cu *.

Deci, dacd H este parte stabild a lui M in raport cu *, atunci legea de compozitie
*:H xH — H se spune ci este indusi de legea de compozitie de pe M. Se mai spune
cd legea de pe M induce pe H o lege de compozitie.

Probleme rezolvate

1.Fie M=Z, iar H =2Z={2k|k €Z} (mulfimea numerelor intregi pare) si H'=E+1={2k+1[kéZ}
(multimea numerelor intregi impare) avem H, H'C Z . ‘

R.Pe Z considerim legea de compozitie adunarea numerelor intregi. Se constati usor ci H este parte
stabild a Iui Z 1in raport cu adunarea deoarece din x,yEH,x=2k,y=2l,k,l€Z avem

x+y=2(k+1)€2Z in timp ce H' nu este parte stabili a lui Z in raport cu adunarea pentru c& daci
X,y€2Z+1, x=2k+1,y=2+1,k,Il€Z, atunci x+y=2k+I1+D)g2Z+1.
2. Pentru M =Z considerim legea de compozitie x * y = max(x, y) . Fie

H ={0,1,2,3,4) . Atunci H este o parte stabilia lui Z in raport cu . 01234
R. Intr-adevir, acest lucru va reiesi din tabla legii pentru H. 010 1 23 4
Observim ci toate elementele (rezultate din compunere) ce figureazd intablaapartin - 1|1 1 2 3 4
lui H. Prin urmare H este parte stabild a lui Z n raport cu legea * . B

. 212 2 2 3 4
3.Fie M =R si legea de compozitie x * y = xy —x — y+2. Considerdam 3033334
intervalele H = (1, 2), H' = (2, 3) submulfimi ale lui R . Si probim ci H it 4.2 a4 a

este parte stabili a lui Rin raport cu #, in timp ce H' nu are aceasti
proprietate. :

R. Intr-adevir, fie x,y€H. Atunci trebuie probat cd xxyeH & l<xy—x—y+2< 2&
Sl<@x-Dy-D+1<2&0< (x—1)(y—1)<1 ceea ce este evident, deoarece x,y€ H <
&1<xy<2&0<x-1y-1<1,iardeaici 0< (x—I)y-1<I.

-
Pentru afirmatia relativi la H' este de observat ci luind x =‘-§, y= 3 din H', rezulti
55 5 5 13
=—t————— +2=—¢H'".Decinupentruorice x,y€e H'=>xxyecH'.
P e 1 ¢ pe x,y y

4 Fie M =C impreunii cu operaia de inmultire a numerelor complexe si H=2Z[i]={a +bila,b €Z}. Sa

aritim ci H este parte stabili a lui C in raport cu inmultirea.

R. Fex=a+bisiy=c+di,abcdeZ. Atuncixy= (a+bi)(c+di)=ac—bd +i(ad +bc) e Z[i],

deoarece ac —bd, ad + bc € Z (operatii cu numere intregi).

5.Fie M =R si legea de compozitie x T y = 7xy —7(x + y)+8.Aritatica H = (l,oo) este parte

stabili a lui R inraportcu T.

. Trebuie s aritim ci dacd x,y>1,atanci x T y >1.

Avem x T y=T7x—-D(y—D+1>1& (x—1)(y =1) >0, evident.

Altfel. Se pot lua x,y >1 subforma x=1+0a, y=1+8,0,8>0 cind x T y=Taf+1>1.

6. Considerim M = M3(R) impreund cu’ operatia de inmulfire a matricelor, iar
a 0 a

H={A@@)=[(0 0 0 !a €R}. Si probim ci H este o parte stabili a lui M in raport cu inmultirea.
a 0 a
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Notiunea de primitiva leaga intre ele doud concepte fundamentale ale Analizei
matematice, derivata si integrala.
Integrarea este consideratii ca operatie invers# (intr-un anumit sens) a derivirii.
Propunem in continuare citeva exemple de operatii inverse pentru a ilustra unele
caracteristici ale acestora.

. Find date doui numere reale oarecare a,b, atunci se poate calcula suma lor
s=a+b Invers, se pot determina perechile de numere (ab)e R%cu suma

S cunoscuta.
Existd o infinitate de astfel de cupluri (sunt situate pe o dreaptd de ecuatie x+ y=s).
Deci 1n acest caz problema are o infinitate de solutii.

2. Dat fiind numirul real b, atunci se poate calcula b? (patratul lui b).
Invers, se poate gdsi un numir real pozitiv r, al cirui patrat si fie ¢>0. Deci r?=c,
iar de aici r=+/c (rddicina pétratd a numérului pozitiv ¢). Aici dacd ¢ <0, nu existi

numir real r pentru care r*>=c. Deci problema n-are solutie. Pentru ¢ 20. avem

raspuns favorabil (numarul r este unic).

Fiind daté o dreaptd d in plan i Ae d, prin proiectia ortogonali alui A pe d se
intelege punctul A" ed astfel incat AA" L d. Invers, se poate cerceta dacd existd
aplicatia inversd celei descrise. Adici pentru A" e d, existd un punct A din plan
pentru care proiectia lui si fie A ? Se constatd ci existd o infinitate de puncte (toate
punctele de pe dreapta d’, care trece prin A sid' Lld).

In orice curs de Analizi matematica capitolul Primitive urmeazi celui care se
referd la Derivate. Este deci util sa fie cunoscut acest din urma capitol.
Vom reaminti principalele operatii cu functii derivabile.
Fie f,g:R - R, doua functii derivabile. Atunci:



| 1) f+4 este derivabilisi (f +g)'= f'+¢'
| (Sumi de functii derivabile este o functie derivabild)

2) af este derivabild si (af)' = af ', Vae R {
(inmultirea unei functii derivabile cu o constanti este o functie |
derivabil) :

3) fg este derivabilasi (fg)'=f'g+ fg'
(Produs de functii derivabile este o functie derivabild)

4) b este o functie derivabila si (—f—) = i_i—_—_fg_ g#0
8 8 8 |
(Cat de functii derivabile este o functie derivabili in punctele

x,g(x)=0)

5) f o g este o functie derivabila si (fog)'=1"(g) 8"
(Compunere de functii derivabile este o functie derivabili)

Exercitii rezolvate

S# se calculeze derivatele functiilor de mai jos:
1. f(x)=(2x+1)",xeR.

R. £'(x)=10(2x+1)° (2x+1)'=10(2x+1)° - 2=20(2x +1)’.

2 f(x)=(—z:—1)5,x¢-—l.

+1

-1 xr1-x41_ (x-1)°
=5 — 3 =10 -
x+1)  (x+1) (x+1)

3. f(x)=vx? -1, xe& (—0,-1) U(1,00).
R fil)ei (Pl e B
1) 2\/x2—1(x ) Wxt-1 Va?-1

4. f(x)=ln(x4+l),xe R.



4
(x +l)' 4x3
R. f'(x)= = ’
f( ) x*+1 **+1

5. f(x)=sinx’,xeR.
R. f'(x)=cosx’ ( )=5x4cosx5.

Probieme propuse

1. Sa se calculeze derivatele urmitoarelor functii, indicind domeniul de definitie si de
derivabilitate.

4 3 x2 P
1) f(x)=(3x2+1) ;2)f(x)=x2(3x5+x2+1) §3)f(x)=(x2+1] ;

4)f(x)-\/x +1;5) f(x)= \/—6)f(x ln

8)f(x)=2" +e* ,9)f(x)—sm x,lO)f(x)-sm x311) f(x)=sinx>.cos® x;
12) f (x)=cose* 13)f(x)=tg(smx)-14)f(x)=(sm X +cos x)-lnx;

X

7)f(x) =ex+l;

15) f(x )— smx2 ,16)f(x)-arcsm——— 17)f(x)-arctg—-
cos

E)

18) f (x) =arctge*;19) f (x) =1n>Vx;20) f (x)=e
20) f (x) =sin® (arctg (x* + 2x) );22) £ () =sin3(\/x2 -—x); 23) f (x) =3 425,

X

1-x X2
24)f(x)=2am{m);25) £(x)=(x? +2x)e( g ]
2.Se considerd f,g,h:R — R; functii derivabile si
F(0)=0,7'(0)=1, f(1)=1,£'(1)=0, £ (2)=2, f'(2) =L g(0) =1, £'(0) =2,
g(1)=1,g'(1)=0,g(2)=2,2'(2)=1,k(0)=2,n'(0)=1,h(1) =1, k'(1) = 2,
h(2)=0,h'(2)=2. Si se calculeze: :
D(f<£)'(0):2)(f =£)'(1);3)(f 2£)'(2);4) (g2 h)'(0); 5) (g o )'(1);
6) () (2);1)(f g k) (0);8)(f og k) (1);9)(f ogoh)'(2);
10)(go f oh)'(1);11) (ko f o g)'(1);12)(f o hog)'(2).



Anul trecut la analizi matematic3, la calcul diferential problema centrald a
fost de a determina f 'dacd se cunoaste f functie derivabild (operatia directd). In

acest an la calcul integral problema fundamentald este de a determina functia
F derivabild dacd se cunoagte derivata sa F'= f (operatia inversd). La operatia

directd pentru o functie derivabild f avem o unicd functie f'(derivata luif ). La
operatia inversa pentru o derivatd datid f se obtine o multime infinitd de functii F cu
F'=f (orice functie * . constants, verifici egalitatea (F +c)'= ).

Trei probleme. dous de geometrie si alta de mecanicd, au condus la notiunea de
primitiva

1) Problema inversa a tangentelor.
2) Exprimarea ariei printr-o integrali.
3) Legea de miscare a unui punct material.

Le analizim in continuare.
1) Problema inversi a tangentelor

Urmitoarea problema de naturd geometricd ne conduce la notiunea de primitiva a unei
functii:

Stim din anul precedent c3 panta tangentei in M la graficul lui G este datd de formula
m,=G'(x). Deci trebuie determinatd functia G care verificd egalitatea

G'(x)=x* = g(x). In cazul in care existi G, ea se numeste o primitivii a lui g pe R.
3
- . ” X : _
Aici se constatd usor cd G(x)= 3 este una din functiile cautate.

3
De asemenea, G;(x)= x? +1 este solutie pentru G'(x)= x> si mai general

2

3
G.(x)= %—+c , ce R este solutie. Ecuatia G'(x)=x" se numeste ecuatie

diferentiald, iar G, este o solutie particulari a ei, si G, este solutia generali a
ecuatiei diferentiale.



Schematic:

x> g(x) Se cautéG functia
Functia data B x— G(x)
astfel inct G'(x)=g(x), Vx
S& observidm ci:

1) functia G trebuie si fie derivabild pe R i in plus G'(x)=g(x), Vxe R.
2) functia G, :R > R, G, (x) = G(x) +c, c constantd reald, este, de asemenea, o

primitivd alui g (G 'este derivabilisi G,'=(G+c¢)'=G'+0=g).

2) Exprimarea ariei printr-o integrali

Exemplul care urmeaza leagé notiunea de arie cu primitivele unei functii si constituie
un suport pentru intelegerea proprietitilor integralei.

Fie f:R—R, f(x)=x?, iar graficul acestei functii este parabola & (Fig.1.a)

' 7 = YA
P(x, x?)
L i g
0 X X 0 Xy x0+h X
i o1 Y
a) aria hasurati = S(x) b)am hasurati = x gk
ye
ya 7

0 X xh X 0 Xy Xgoh X
aria hasurati = S(x0+h)-S(x0) aria hasurati = (x0+h)2h
c) d)
Fig. 1
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